Catka podwdjna i potréjna w obszarze regularnym.

Catki iterowane.

Anna Bahyrycz
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Catki podwdjne

Definicja 1
@ R - prostokat

@ Ry, Rs,..., R, - podziat P prostokata R na prostokaty o parami roztacznych
wnetrzach, ktére catkowicie wypetniaja R

@ prostokat Ry ma wymiary Axy X Ay, k=1,2,...,n

o d, = \/(Axy)? + (Ayg)? - dtugos¢ przekatnej prostokata Ry,
@ )(P) = max{dy,ds,...,d,} - Srednica podziatu P

® wybieramy punkty posrednie (z},yx) € Ry, k=1,2,....n

Niech f(z,y) bedzie funkcja ograniczona na prostokacie R. Catke podwdjna z
funkcji f po prostokacie R definiujemy nastepujaco:

f(z,y) dedy := lim F@r, yp) Axg Ay
Jf @ doty= gm0 stei)
o ile granica jest wfasciwa i nie zalezy od sposobu podziatu prostokata R i wyboru
punktéw posrednich.

Mowimy wtedy, ze funkcja f(x,y) jest catkowalna na R.
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Twierdzenie 1

Jezeli funkcja f(x,y) jest ciagfa na prostokacie R, to jest catkowalna na R.

Twierdzenie 2 (o liniowosci catki)

Jezeli f i g sa catkowalne na prostokacie R i «,f € R, to

J[ at@)+sote. duay=a [[ s dsay+6 [ oo daay
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Twierdzenie 1

Jezeli funkcja f(x,y) jest ciagfa na prostokacie R, to jest catkowalna na R.

Twierdzenie 2 (o liniowosci catki)
Jezeli f i g sa catkowalne na prostokacie R i «,f € R, to

J[ at@)+sote. duay=a [[ s dsay+6 [ oo daay

Twierdzenie 3 (o addytywnosci catki wzgledem obszaru catkowania)

Jezeli f jest catkowalna na prostokacie R oraz R = Ry U Rs, gdzie Ry, Rs to
prostokaty o roztacznych wnetrzach, to

//R f(z,y) dedy = /R1 f(z,y) dedy + / . f(z,y) dedy.
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Twierdzenie 4 ( o zamianie catki podwdjnej na catki iterowane)

Jezeli funkcja f jest ciggfa na prostokacie R = [a,b] X [c,d], to

//[a,b]x[c,d] f(@y) dwdy:/ / f(a,y) dy dw—/ / f(z,y) dw
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Twierdzenie 4 ( o zamianie catki podwdjnej na catki iterowane)

Jezeli funkcja f jest ciggfa na prostokacie R = [a,b] X [c,d], to

//[a,b]x[c,d] f(@y) dwdy:/ / f(a,y) dy dx—/ / f(z,y) d:v

Przyktad 1
Oblicz

// y3em2 dxdy
[0,2]x[—1,1]
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Twierdzenie 4 ( o zamianie catki podwdjnej na catki iterowane)

Jezeli funkcja f jest ciggfa na prostokacie R = [a,b] X [c,d], to

//[a,b]x[c,d] f(@y) dwdy:/ / f(a,y) dy dx—/ / f(z,y) d:v

Przyktad 1
Oblicz

2 2 i 2
// ye® drdy = / [/ ey dy} dx
[0,2]x[—1,1] 0 =i
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Twierdzenie 4 ( o zamianie catki podwdjnej na catki iterowane)

Jezeli funkcja f jest ciggfa na prostokacie R = [a,b] X [c,d], to

//[a,b]x[c,d] f(@y) dwdy:/ / f(a,y) dy dx—/ / f(z,y) d:v

Przyktad 1

Oblicz

2 1 2
1 1
// y3em2 dxdy = / [/ 6I2y3 dy} dr = / [—em2y4] dx
[0,2]x[~1,1] o L= o L4 =il
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Twierdzenie 5

Jezeli f jest funkcja o rozdzielonych zmiennych postaci f(x,y) = g(z)h(y), gdzie
funkcja g(x) jest ciagta na [a,b], zas h(y) jest ciagfa na [c,d], to

/ /[a’b]x[c’d} ) dady = ([ " o(o) do) - ( / “hty) ay).
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Jezeli f jest funkcja o rozdzielonych zmiennych postaci f(x,y) = g(z)h(y), gdzie
funkcja g(x) jest ciagta na [a,b], zas h(y) jest ciagfa na [c,d], to

/ /[a,b]x[c,d} ) dady = ([ " o(o) do) - ( / “hty) ay).

Przyktad 2

Zamien na sume iloczynéw catek pojedynczych

2
// (2% 4F 3—$> dxdy
[1,3]x[1,e] ¥ L Y

| A\
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Jezeli f jest funkcja o rozdzielonych zmiennych postaci f(x,y) = g(z)h(y), gdzie
funkcja g(x) jest ciagta na [a,b], zas h(y) jest ciagfa na [c,d], to

/ /[a,b]x[c,d} ) dady = ([ " o(o) do) - ( / “hty) ay).

Przyktad 2

Zamien na sume iloczynéw catek pojedynczych

2
Mo G 1) 0
o [ L) ([ w)es([ear) ([ La),

| A
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LJETINIC)a
Niech

@ D bedzie obszarem ograniczonym na pfaszczyznie,

o f(x,y) bedzie funkcja okreslona i ograniczona na D,
@ R dowolnym prostokatem takim, ze D C R.

Definiujemy rozszerzenie funkcji f na prostokat R:

* f(xa) dl (.’E,)ED
f(x,y)={0 ! dZ (m,z)eR\D

Catke podwdjng z funkcji f po obszarze D definiujemy wzorem:

/ /D f(a,) dady = | /R 1*(@,y) dudy,

o ile catka po prostokacie R istnieje.
Moéwimy wtedy, ze funkcja f jest catkowalna na D.
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LJETINIC)a
Niech
o D bedzie obszarem ograniczonym na pfaszczyznie,

o f(x,y) bedzie funkcja okreslona i ograniczona na D,
@ R dowolnym prostokatem takim, ze D C R.

Definiujemy rozszerzenie funkcji f na prostokat R:

* _ f(x’ ) dl (x’ )ED
f(w)—{o Y dh () R\ D

Catke podwdjng z funkcji f po obszarze D definiujemy wzorem:

| 1w deay = [ [ 7. doay

o ile catka po prostokacie R istnieje.
Moéwimy wtedy, ze funkcja f jest catkowalna na D.

Catka [[,, f(x,y) dzdy nie zalezy od wyboru prostokata R.
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WICITUALC C U
Niech obszar D ma postac:
D ={(z,y) :a <z <b, d(z) <y < g(z)},

gdzie d(x), g(x) sa funkcjami ciagtymi na [a,b] i d(x) < g(z) dla z € (a,b)
(jest to tzw. obszar normalny wzgledem osi 0x).
Jezeli f(x,y) jest ciagta na obszarze D, to

/Df(x,y) dzdy = /ab [/dj:)f(x,y) dy}dm.

Niech obszar D ma postac:

D = {(z,y) :c<y<d, ply) <z <q(y)},

Twierdzenie 7

| A

gdzie p(y), q(y) sa funkcjami ciggtymi na [c,d] i p(y) < q(y) dlay € (c,d)
(jest to tzw. obszar normalny wzgledem osi Oy).
Jezeli f(x,y) jest ciagta na obszarze D, to

[ s asas= [ [ (()) (e y) da dy.

A\

Anna Bahyrycz Catka podwdéjna i potréjna w obszarze regularnym. Ca



Przyktad 3

Zamieni¢ na catki iterowane catke podwdjna z funkcji f catkowalnej na obszarze
D ograniczonym krzywymi: x +2y =28 | zy = 6.
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Przyktad 3

Zamieni¢ na catki iterowane catke podwdjna z funkcji f catkowalnej na obszarze
D ograniczonym krzywymi: x +2y =28 | zy = 6.

D jest obszarem normalnym wzgledem obu osi

/ /D f(z,y) dady
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Przyktad 3

Zamieni¢ na catki iterowane catke podwdjna z funkcji f catkowalnej na obszarze
D ograniczonym krzywymi: x +2y =28 | zy = 6.

D jest obszarem normalnym wzgledem obu osi

J[ seasty= [ [ st an)ae

8l
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Przyktad 3

Zamieni¢ na catki iterowane catke podwdjna z funkcji f catkowalnej na obszarze
D ograniczonym krzywymi: x +2y =28 | zy = 6.

D jest obszarem normalnym wzgledem obu osi

J[ swasay= [ [ [ s aa= [ [ [ st aclay
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Definicja 3

Sume skoriczonej liczby obszaréw normalnych ( wzgledem osi Oz lub Oy) o parami
roztacznych wnetrzach nazywamy obszarem regularnym na ptaszczyznie.
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Definicja 3

Sume skoriczonej liczby obszaréw normalnych ( wzgledem osi Oz lub Oy) o parami
roztacznych wnetrzach nazywamy obszarem regularnym na ptaszczyznie.

Twierdzenie 8

| A

Catki po obszarach regularnych maja te same wfasnosci co catki po prostokatach,
tzn. liniowos¢, addytywnos¢ wzgledem obszaru catkowania.
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Zamieni¢ na catki iterowane catke podwdjna z funkq/ f ca/kowa/nej na obszarze
D ograniczonym krzywymi: x =y? i = % + 1.
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Zamieni¢ na catki iterowane catke podwdjna z funkq/ f ca/kowa/nej na obszarze
D ograniczonym krzywymi: x =y? i = L + 1.

D jest obszarem normalnym wzgledem osi Oy

/ f(z,y) dedy
D

Anna Bahyrycz Catka podwdéjna i potréjna w obszarze regularnym. Ca



Zamieni¢ na catki iterowane catke podwdjna z funkq/ f ca/kowa/nej na obszarze
D ograniczonym krzywymi: x =y? i = L + 1.

D jest obszarem normalnym wzgledem osi Oy

//D f(@,y) dzdy=/_z [/j+lf(x,y) dar] dy
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Zamieni¢ na catki iterowane catke podwdjna z funkq/ f ca/kowa/nej na obszarze
D ograniczonym krzywymi: x =y? i = L + 1.

D jest obszarem normalnym wzgledem osi Oy

//Df(z:,y) da:dy=/_f§[/y?2+lf(:c,y) dm}dy

—/01 [/_if(m,y) dy]dx+/12 [/é%f(x,y) dy]da:+/12 [/_:mf(x,y) dy

ISH
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Catki potrdjne

Definicja 4

@ P - prostopadtoscian

e P, P, ..., P, - podziat P prostopadfoscianu P na prostopadfosciany o
parami roztacznych wnetrzach, ktére catkowicie wypetniaja P

@ prostopadfoscian P, ma wymiary Axy X Ayr X Az, k=1,2,....n

o di, = /(Axk)? + (Ayk)? + (Az;)? - dfugos przekatnej prostopadtoscianu
Py

e §(P) = max{dy,ds,...,d,} - Srednica podziatu P
o wybieramy punkty posrednie (z7,y%, %) € Pe, k=1,2,...,n

Niech f(x,y,z) bedzie funkcja ograniczona na prostopadfoscianie P. Catka
potréjna z funkcji f po prostopadfoscianie P to:

J[[ #@..2) dwdyz = Jim S p(otovi ) An Ay
P o(

Pr)— 0
=03

o ile granica jest wtasciwa i nie zalezy od sposobu podziatu prostopadfoscianu P
i wyboru punktéw posrednich.
Moéwimy wtedy, ze funkcja f(x,y, z) jest catkowalna na P.
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Twierdzenie 9

Jezeli funkgja f(z,y, z) jest ciagfa na prostopadfoscian P, to jest catkowalna na P.

Twierdzenie 10 (o liniowosci catki)

Jezeli f i g sa catkowalne na prostopadfoscianie P i «, 3 € R, to

[ 0009 bt ) divis =

= a///P f(z,y, 2) dedydz + 5///}39(96,1/,2) dzdydz.
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Twierdzenie 9

Jezeli funkgja f(z,y, z) jest ciagfa na prostopadfoscian P, to jest catkowalna na P.

Twierdzenie 10 (o liniowosci catki)

Jezeli f i g sa catkowalne na prostopadfoscianie P i «, 3 € R, to

[ 0009 bt ) divis =

= a///P f(z,y, 2) dedydz + 6///}Dg(x,y,z) dzdydz.

Twierdzenie 11 (o addytywnosci catki wzgledem obszaru catkowania)

Jezeli f jest catkowalna na prostopadtoscianie P oraz P = P, U P», gdzie Py, P,
to prostopadtosciany o roztacznych wnetrzach, to

///P f(x,y, z) dedydz = // . f(z,y, z) dedydz + // . flx,y, 2) dedydz.

vy
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Twierdzenie 12 ( o zamianie catki potréjnej na catki iterowane)

Jezeli funkcja f jest ciagta na prostopadtoscianie P = [a,b] X [c,d] X [p, q], to

///[a,b]x[c,d]x[p,q] f(x,y, z) dedydz = /ab { /Cd [/pq f(z,y,2) dz] dy}dx.

Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe takze wtedy, gdy po prawej stronie réwnosci
napiszemy dowolna catke iterowana.
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Przyktad 5

Oblicz

///p vz sin(zy) dedyds, P = [%a %} x [0, 7] x [0,1].
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Przyktad 5
Oblicz

///p vz sin(zy) dedyds, P = [%a %} x [0, 7] x [0,1].

% T 1
/// xzsin(zy) dedydz = / {/ [/ zx sin(zy) dz} dy}dm
[5,31x[0,7]x[0,1] 1 0 0

37 3

-
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Przyktad 5
Oblicz

///p vz sin(zy) dedyds, P = [%a %} x [0, 7] x [0,1].

% T 1
/// xzsin(zy) dedydz = / {/ [/ zx sin(zy) dz} dy}dm
[5,31x[0,7]x[0,1] 1 0 0

37 3

s A e [ D a3 [ ([ s anh

-
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Przyktad 5

Oblicz
// / wzsin(zy) drdydz, P
P

-

3

- % / { /0 wsin(zy)|+?] :)

3

dy}dz

5 {/0” [/01 zz sin(zy) dZ} dy}dx
%/ {/szsin(fﬂy) dy bda
-3 /j{ 2 Leos(en)] 5 Yo = = [

/// rzsin(ry) dedydz = /
[3,3]x[0,7]x[0,1] )

E’ %} x [0,7] x [0,1].

2=

(cos(mz) — 1)dz

3
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Przyktad 5
Oblicz

///p vz sin(zy) dedyds, P = [%a %} x [0, 7] x [0,1].

% T 1
/// xzsin(zy) dedydz = / {/ [/ zx sin(zy) dz} dy}dm
[5,31x[0,7]x[0,1] 1 0 0

37 3

s A e [ D a3 [ ([ s anh
; 1

-

Anna Bahyrycz Catka podwdéjna i potréjna w obszarze regularnym. Ca



Twierdzenie 13

Jezeli f jest funkcja o rozdzielonych zmiennych postaci f(x,y,z) = g(x)h(y)k(2),
gdzie funkcje g, h, k sa ciagte odpowiednio na przedziatach [a,b], [c,d] i [p,q]
to

///[a,b]x[c,d]x[p,q] f(z,y, 2) dedydz = (/abg(x) dx).(/cdh(y) dy)'(/qu(z) A

v

)
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Twierdzenie 13

Jezeli f jest funkcja o rozdzielonych zmiennych postaci f(x,y, z) = g(x)h(y)k(z)
gdzie funkcje g, h, k sa ciagte odpowiednio na przedziatach [a,b], [c,d] i [p,q],
to

///[a,b]x[c,d]x[p,q] f(z,y, 2) dedydz = (/abg(x) dx).(/cdh(y) dy)'(/qu(z) A

Przyktad 6

Zamien iloczyn catek pojedynczych

///plnxyz dudydz, P=[le]x[1,2] x [2,3].

3 2 e
/// In 2Y* dxdydz = / {/ [/ yzlnx dx] dy}dz
[1,e]x[1,2]%[2,3] 2 1 1

| A

5\
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Twierdzenie 13

Jezeli f jest funkcja o rozdzielonych zmiennych postaci f(x,y, z) = g(x)h(y)k(z)
gdzie funkcje g, h, k sa ciagte odpowiednio na przedziatach [a,b], [c,d] i [p,q],
to

///[a,b]x[c,d]x[p,q] f(z,y, 2) dedydz = (/abg(x) dx).(/cdh(y) dy)'(/qu(z) A

Przyktad 6

Zamien iloczyn catek pojedynczych

/// In 2¥* dzdydz, P=1,¢e] x[1,2] x [2,3].
P
3 2 e
/// In 2Y* dxdydz :/ {/ [/ yzlnx dx] dy}dz
[1,e]x[1,2]%[2,3] 2 1 1
e 2 3
([ wear)-( [ vas)-( [ =)

| A
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Definicja 5
Niech

o U bedzie obszarem ograniczonym w przestrzeni,

o f(x,y,z) bedzie funkcja okreslona i ograniczong na U,
o definiujemy rozszerzenie funkcji f na prostopadtoscian P:

" _J f@y,2) dla (z,y,2) €U
! (w,y,z)—{ 0 dla (z,y,2) € P\U

Catke potrojna z funkcji f po obszarze U definiujemy wzorem:

s it meaz

o ile catka po prostopadtoscianie P istnieje.
Méwimy wtedy, ze funkcja f jest catkowalna na U.
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Definicja 5
Niech

o U bedzie obszarem ograniczonym w przestrzeni,

o f(x,y,z) bedzie funkcja okreslona i ograniczong na U,
o definiujemy rozszerzenie funkcji f na prostopadtoscian P:

" _J f@y,2) dla (z,y,2) €U
! (w,y,z)—{ 0 dla (z,y,2) € P\U

Catke potrojna z funkcji f po obszarze U definiujemy wzorem:

// Uf(:c,y,z) oty = // Pf*(l’ayvz) dzdydz,

o ile catka po prostopadtoscianie P istnieje.
Méwimy wtedy, ze funkcja f jest catkowalna na U.

Catka [[[,; f(x,y,z) dudydz nie zalezy od wyboru prostopadtoscianu P.
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Twierdzenie 14

Niech obszar U ma postac:

U={(z,y,2) : (x,y) € Dyy, d(z,y) < z < g(z,9)},

gdzie d(z,y), g(x,y) sa funkcjami ciagtymi na obszarze regularnym D,
i d(z,y) < g(xz,y) dla punktéw (z,y) nalezacych do wnetrza D,
(jest to tzw. obszar normalny wzgledem ptaszczyzny x0Oy).

Jezeli f(x,y, z) jest ciagta na obszarze U, to

/ / / f(@,y, 2) dedydz = / / /d g(z’y F(@,9,2) dz]dxdy.

(z,y)

Anna Bahyrycz
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Twierdzenie 14

Niech obszar U ma postac:
U={(z,y,2) : (x,y) € Day, d(z,y) <z < g(z,y)},

gdzie d(z,y), g(x,y) sa funkcjami ciagtymi na obszarze regularnym D,
i d(z,y) < g(xz,y) dla punktéw (z,y) nalezacych do wnetrza D,
(jest to tzw. obszar normalny wzgledem ptaszczyzny x0Oy).

Jezeli f(x,y, z) jest ciagta na obszarze U, to

/ / / f(@,y, 2) dedydz = / / /d g(w F(@,9,2) dz]dxdy.

(z,y)

Uwaga 4

| A

Prawdziwe sa takze analogiczne twierdzenia dotyczace obszaréw normalnych
wzgledem pozostatych ptaszczyzn ukfadu wspétrzednych (x0z, y0z).

Anna Bahyrycz Catka podwdéjna i potréjna w obszarze regularnym. Ca
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VK1d(d

Catke potréjng [ [, f(x,y,2) dzedydz zamienic na catki iterowane jezeli obszar
U ograniczony jest powierzchniami: 2x + 3y +4z =12, x =0, y=0 i 2 =0.
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F TZVK1dU

Catke potréjng [ [, f(x,y,2) dzedydz zamienic na catki iterowane jezeli obszar
U ograniczony jest powierzchniami: 2x + 3y +4z =12, x =0, y=0 i 2 =0.

_3y
1

f(x,y,2) dZ] drdy

///Uf(x,y,z) drdydz = //Dwy [/03_%
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F TZVK1dU

Catke potréjng [ [, f(x,y,2) dzedydz zamienic na catki iterowane jezeli obszar
U ograniczony jest powierzchniami: 2x + 3y +4z =12, x =0, y=0 i 2 =0.

///U f(z,y, z) dedydz = //Dwy [/03_%_% f(z,y, 2) dz]dxdy
:/06{/0—%’4—4[/03—%—14‘1

f(z,y, z) dz} dy}dx
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Przyktad 8

Obliczy¢ catke potréjna z Przyktadu 7 przyjmujac f(x,y,z) = x.
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Przyktad 8

Obliczy¢ catke potréjna z Przyktadu 7 przyjmujac f(x,y,z) = x.

3y

///U f(z,y, z) dedydz = /06{/0_2?”—4 [/03_%_ ’ T dz} dy}dm
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Przyktad 8

Obliczy¢ catke potréjna z Przyktadu 7 przyjmujac f(x,y,z) = x.

3y

///U f(z,y, z) dedydz = /06{/0_2?”_4 [/03_%_ ’ T dz} dy}dm
[T e g ) e
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Przyktad 8

Obliczyé catke potréjng z Przyktadu 7 przyjmujac f(x,y, z) = x.

3y

///U f(z,y, 2z) dedydz = /06{/0_%”_4 [/03_%_ : T dz} dy}da:
[T e g - ) e

/—2§+4 22 3yx %y 3y2x]y:_%+4
x
0
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Przyktad 8

Obliczy¢ catke potréjng z Przykfadu 7 przyjmujac f(z,y,z) = z.

///U flz,y, 2) dedydz = /06{/02%+4 [/03%% T dz} dy}dm
[T o5 - e

e 2 3yx 2’y 3yPaiy——2e 44
e _ _z g - 3
/0 (3x ) dy = [3vy — == — =]
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Przyktad 8

Obliczy¢ catke potréjng z Przykfadu 7 przyjmujac f(x,y,z) = .

///U flz,y, 2) dedydz = /06{/0_%“_4 [/03_%_% x dz} dy}dx
[T o5 - e

3 $3 1‘3

:12x—2x2—2x2+%—6x—|—2x2—E=€—2x2+6x
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Obliczy¢ catke potréjna z Przyktadu 7 przyjmujac f(x,y, z) = x.

///U f(z,y, z) dedydz = /06{/0_%”_4 [/03_%_% T dz} dy}dx

[T e g ) e
:LA6{%§-—2x24—6x}dx

/23er4 (3z — x—z - ?)y—x) dy = [3zy — @ _ 3y2x]y:7%ﬂv+4
0

2 4 2 8 Ju=0
2x x? 2x 3x 2x .2
=3e(d-3)-FU-5) -5 l-3)
3 3 3

:1230—2952—2962—1—%—635—1—2952—%:%—2332—1—6:3
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Przyktad 8

Obliczy¢ catke potréjng z Przykfadu 7 przyjmujac f(z,y,z) = z.

///U flz,y, 2) dedydz = /06{/0_%”_4 [/03_%_% % dz} dy}d:c

6 —2244 %
[T g - e
= /06 {%3 — 222 +6:r}dx

:[ﬁ_ﬁ 3x2:|6_63 263

24 3 4 3

+3-62
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Przyktad 8

Obliczy¢ catke potréjng z Przyktadu 7 przyjmujac f(x,y, z) = x.

///U f(z,y, z) dedydz = /06{/0_%”_4 [/03_%_3% T dz} dy}dm

[T e g e
= /(;6 {%3 — 2z2 +6x}daz

_ [m4 223 2]6 6 2.6
N 4 3

+ 3. 62
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Definicja 6

Sume skoriczonej liczby obszaréw normalnych wzgledem pfaszczyzn uktadu
wspotrzednych o parami roztfacznych wnetrzach nazywamy obszarem regularnym
w przestrzeni.
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Definicja 6
Sume skoriczonej liczby obszaréw normalnych wzgledem pfaszczyzn uktadu

wspotrzednych o parami roztfacznych wnetrzach nazywamy obszarem regularnym
w przestrzeni.

Twierdzenie 15

Catki po obszarach regularnych maja te same wfasnosci co catki po
prostopadtoscianach, tzn. liniowosc, addytywnos¢ wzgledem obszaru catkowania.

| \

v
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